Branko J. MaleSevié
DIFERNCIJALNE JEDNACINE

3 SISTEMI LINEARNIH DIFERENCIJALNIH
JEDNACINA

3.1 Sistemi linearnih diferencijalnih jednacina - opsta teorija

Definisanje

Sistem linearnih diferencijalnih jednacina u normalnom obliku je sistem:
by = &11($)y1 +. alm(x>ym + bl(x>7
Yy = agn()y1 + ... + a2 () Ym + b2(2),

(1)

L v = ami D)y + o+ Qo ()Y + b (2);

za zadate funkcije a;; = a;;(x),b; = b;(z) : [, 5] — R (i,7€{1,2,...,m}). Funkcije a;; = a;;(2) :
[, 5] — R (i,7€{1,2,...,m}) se nazivaju koeficjenti sistema, a funkcije b; = b;(z) : [a, f] — R
(1€{1,2,...,m}) se nazivaju slobodni ¢lanovi. Ukoliko su svi koeficijenti sistema konstante:

a;; = a;j(x) — Const.

tada je sistem (1) sistem sa konstantnim koeficijentima, inace sistem (1) je sistem sa nekonstantnim
koeficijentima. Ukoliko su svi slobodni ¢lanovi nula funkcije:

blszI:meO

sistem (1) je homogen, inace sistem (1) je nehomogen. Primetimo da prema prethodnom odredenju
sistemi linearnih jednacina su kvadratne prirode m jednacina po m nepoznatih funkcija.

Matric¢ni zapis sistema

Uvedimo oznake:

U1 Y, ajp(z)  ap(zr) ... ap,(x) bi(x)
. y:Q e y:2 A a21:(x) aQQZ(x) . a2m:(x) | P bQ(.x)
Ym y A1 () Ama(z) .. A () by ()

Matriéni zapis sistema (1) je dat sa:

1] j'=Ag+0.
Specijalno matricni zapis homogenog sistema je dat sa:
[m y' = Ay,

pri éemu se podrazumeva b=0=1[0 0 ... 0]7.



Homogeni sistemi

Teorema 3.1. Ako su 7 i ija reSenja homogenog sistema [1]g i A\, Ao € R, tada je i linearna kom-
binacija

¥ =My1+ Ay
takode resenje homogenog sistema [1]p.

Posmatrajmo m vektora:

Y11 Y12 Yim

5 Y21 . Y22 . Yom
1 - . bl 2 - . L | ym - . )

Ymi Ym2 Ymm

za funkcije y;; = y;;(x) : [o, B] — R (i,j€{1,2,...,m}). Ukoliko vazi:

(VAo A € R) (Vo€ o, B]) (A1371+...+Amgm:6 — A= :)\m:O>,
tada je su wvektori funkcija iy, . . ., Ym linearno nezavisni; u suprotnom ako vazi:

(G-, Am € R) (Fz€ e, B)) (Algj1+...+>\mgjm:5 A =\ = ...:)\m:O)),
tada je su wvektori funkcija iy, . .., Ym linearno zavisni. Vazi:

Ay + Ny + oo+ Ay, = 0,

. Aoyar + Aayor + ..o+ Apyam = 0,
MY+ A\ =0 = _ (So)

[ MYt + MYz + -+ AnYmm = 0

7

za A,..., \m € R1x € o, 5]. Sistem (Sp) je homogeni sistem i on ima netrivijalno resenje po
A1y .oy Am € R ukoliko je determinanta sistema:
Yii Yz - Yim
~ ~ Y21 Y22 --- Y2m
W =Wz, j,....0m) =| . . =0
Ym1i Ym2 -+ Ymm

u bar jednoj tacki zg € [, 5]. Prethodnu determinantu nazivamo determinatom Vronskog. Na osnovu
prethodnog razmatranja sleduje tvrdenje.

Teorema 3.2. Neka su ¥y, ..., Yn reSenja homogenog sistema [1]y. Ukoliko vazi:
(3zo € [ov, B]) W (2o, %1, - - -, Yim) =0,
tada su resenja iy, . .., Ym linearno zavisna.
Teorema 3.3. Neka su i, ..., Yn reSenja homogenog sistema [1]y koja su linearno nezavisna. Tada

linearna kombinacija:
v=Ch + ...+ Cplfm,

za proizvoljne realne konstante Cy, ..., Cy,, odreduje opste resenje homogenog sistema [1]g.
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Dokaz. Neka je vektor ¥ = C1yy + . .. + Cp, ¥, resenje [1]y. Tada niz funkcija koordinata

N = 901(37 Ch, ... Cm) =Ciyn + Oz + ... 4+ CpYim,
Yo = QOQ(I‘, Cl, ey Cm) :Clygl + Cg’ygg 4+ ...+ Cmmea

\ ym:¢m<x7017 s 7Cm> :Clyml + C(2ym2 +...+ C(mymm

ispunjavaju sistem. Sa druge strane na osnovu linearne nezavisnosti v, . . . , ¥, mozemo zakljuciti da
za svako (o, y%o), o ,yfﬁ ) € R™*! sistem linearnih jednacina po konstantama:
( 0 0 0
1(20,C1, ., Cn) = Cty) + Coyl) + .+ Contln, =01,

@2('1‘07 Cla ) Cm) = Clyé(i) + Cngg) +. Cmme :yé )7

| @@, Chy v, Con) = Cryl) + CoyD) + .+ Couiom =y,

ima jedinstveno resenje:

( Wi(zo, 1, -+, Um)
C :C(O)_ Zo, ) 0 — . ,_,’ ,—» )
! ! 77Z)1( 0 yl h ) W('I(]ayla aym)
Wa(20, 91, - - -, Um)
Cy = OV = (w0, ... 40y = 22LOIL - Im)
? ? 77Z)2( 04 h ) W('I(]ayla aym)

Wm(x07g17"'7gm)
Con = O = (20,5, .. 9t”) = EEAAAL
\ 17Z) ( 0 yl yl ) W($07y17---7ym)

za neke linearne funkcije 1,5, ..., %, : R™' — R odredene po Kramerovim formulama i za
tacku zg € [a, B]. Moze se pokazati da funkcije

Y1 = yl(l‘) - Qpl(x70£0)>---707£f?)) : [O‘?B] — R7

Um :ym(x) = (pm<x’ C£O), cey Cm(o)) : [Oz, ﬁ] — R;
na osnovu (1), ispunjavaju:
( 0 0 0
y1(wo) = 901(56’07C£ )7 . -707(71)) :y§ )7

0 0 0
y2($0) - SOQ(:L‘O,Cf )7 .. 707(?’1«)) :yé )7

L ym(ﬂfo) = g0m<.l’0, Cfo), e C,E,(L))) :yﬁg)

Ovim je dokazano da je resenje  opste. O

Definicija 3.4. Za homogeni sistem 1|y niz ¥y, ..., Ym od m linearno nezavisnih resenja nazivamo

fudementalni niz resenja homogenog sistema [1]y, a pojedina resenja v; nazivamo fudamentalnim
resenjima.



Neka je A = [a;; | matrica koeficijenata gde su a;; = a;;(z) : [o, 3] — R neprekidne funkcije na
[, B] 1 neka je:
Tr(A(t)) =an(t)+ ...+ amm(t) : [, 5] — R

trag matrice A. Tada za x¢ € («, ) vazi formula Ostrogradskog— Liuvila:

Wz, i1, Ym) = W(xo, U1, -, Ym) €Tp /Tr(A)dt

Zo

Direktna posledica formule Ostrogradskog—Liuvila jeste da vazi W (x, ¥, ..., %) = 0 na |«, 5] ako i
samo ako W (xg, #1, ..., Um) = 0 bar u jednoj tacki g € (o, 8]. Vaze tvrdenja.
Teorema 3.5. Neka je dat homogen sistem [1|g sa matricom koeficijnata A = [a;;| gde su a;; =
a;;(z) : [a, B] — R neprekidne funkcije na |o, ] i neka je fiksirana tacka xy € [a, 5]. Za svaki
koordinatni vektor €; = [0 ...0 1 0 ... 0]% postoji partikularno resenje ; takvo da ispunjava
Kosijev pocetni uslov:
() Yi(zo) = €,
redom za 1€{1,2,...,m}.

Dokaz. Primetimo da su vektorske funkcije:

[ L@y, ym) | [ ar()yr + - .+ aa(2)y2 + arm (T)ym |
fo(@,y1, o Ym) an (z)yr + ... + a2 (2)y2 + agm (T)ym B
F = ' = _ =Ay:D— R,
| fM(xayla"'aym) i | aml(l‘)yl+"'+am2(l‘)y2+amm(x)ym _

za ma koji izbor oblasti D C R™*! uvek neprekidne. Fiksirajmo xg € [a, 3] i biramo oblast D tako da
<x0707'"7071707"'70>€D7

za svako 1 € {1,2,...,m}. Tada su ispunjeni uslovi Peanove teoreme i postoje resenja y; = y(z); :
[, f] — R koja ispunjavaju Kosijev pocetni uslov (kx); za svako i€{1,2,...,m}. O

Teorema 3.6. Za homogeni sistem [1|g postoji bar jedan fudamentalan niz resenja.

Dokaz. Za tacku zg € [, 5] formirajmo niz vektora 1, . .., ¥, koji jesu resenja homogenog sistema
[1] 5 1 koja ispunjavaju uslove (xx)q, ..., (x%),, prethodne Teoreme 3.5. respektivno. Takav niz resenja
je linearno nezavisan jer vrednost Vronskijana iznosi:

1 0 0 ... 0

o 1 0 ... O

o o0 o ... 1
Samim tim niz vektora v, 9, . . ., Ym je fudamentalan. O

Napomena 3.7. Ako su funkcije koeficijenata a;; = a;j(x) : o, f] — R neprekidne, tada su one
i ogranicene na kompaktnom skupu |ov, B]. MozZe se pokazati na osnovu Pikarove teoreme fudemen-

talan niz resenja homogenog sistema [1]y je i jedinstven (pri posmatranim pocetnim uslovima iz
Teoreme 3.5.).



Nehomogeni sistemi

Neka je dat nehomogen sistem:

[1] 7' =Aj+b.
Tada vazi tvrdenje.

Teorema 3.8. Neka je dat nehomogen sistem [1] sa matricom neprekidnih koeficijenata A = [a;;] i
vektorom neprekidnih slobodnih ¢lanova b. Opste resenje § ma kog nehomogenog sistema [1] je dato
u obliku zbira:

y= gp + Yn,
gde je i, ma koje partikulano resenje nehomogenog sistema [1] i gde je iy, opste resenje odgovarajuéeg
homogenog sistema [1].

Neka je ¥1,...,¥n fudamentalni niz resenja homogenog sistema [1|y tada je tim nizom odredena
fundamentalna matrica: ) .
Y Yz - Yim
Y21 Y22 - Yom
O =d(x) =
| Ym1i Ym2 -+ Ymm |

Matrica ® = ®(x) je regularna za svako z € [a, 5]. Vazi tvrdenje.

Teorema 3.9. Za neku tacku xq € [, 5] i Kosijevo pocetni uslov ij(xo) =1 jedno Kosijevo resenje pola-
znog nehomogenog sistema [1] je dato sa:

T

¥, = n(x) = ®(2) P(z0) ' 90 + () / q)(t)’ll;(t) dt (SL’E [, ] )

zo

Prethodna teorema daje postupak za odredivanje jednog partikularnog resenja i samim tim, saglasno
Teoremi 3.8., moguce je naci opste resenje polaznog nehomogenog linearnog sistema. U praksi cesce
se koristi Lagranzova metoda varijacije konstanti koju izlazemo u narednom delu.

3.2 Lagranzova metoda varijacije konstanti

U ovom delu razmatramo Lagranzov metod varijacije konstanti za nehomogen linearni sistem dife-
rencijalnih jednacina i pokazujemo da iz njega moze izvesti Lagranzov metod varijacije konstanti za
nehomogenu linearnu diferencijalnu jednacinu (po jednoj funkciji).

Lagranzova metoda varijacije konstanti za
nehomogen linearni sistem diferencijalnih jednacina
Neka je dat nehomogen sistem:
[1] §'=Aj+0b
i neka je odredeno opste resenje odgovarajuceg homogenog sistema [1]y dato sa:
y=c1t1+ ...+ Cnlm,

gde su ¢y, ..., ¢, realne konstante i gde je v, ..., ¥, fudamentalni niz resenja homogenog sistema.
Izlazemo metod resavanja nehomogenog sistema [1] trazedi resenje u obliku:

y=Ci(x)th + ...+ ConT) Y,



gde su Cy(x),...,Cy(x) diferencijabilne funkcije i gde je 17, ...
mogenog sistema. Koristimo zapis preko sume:

, Um fudamentalni niz resenja ho-

y= Z Cr() i -
k=1

m

Sa jedne strane zamenom y = Z Cr(2)yr u polazni matriéno zapisan linearan sistem [1] dobijamo:
k=1
2] J'=Aj+b=AY Cilx)j +b.
k=1

>

k=1

Sa druge strane trazenjem izvoda vektora i = Cr(2)yr po koordinatama dobijamo:

pri tom u prethodnom izvodenju naznacena je ¢injenica da su g resenja [1]g.

Porededi [2] i [3] dobijamo sistem uslova za Cy(z)', ..., C,,(z)" sa vektorskom jednakoséu:

[4] ch(m),gk = 6;
k=1
tj.
Yik by
m b
Sy | = 7
k—1 . .
Ymk bm

odnosno eksplicitno:

C'l(:v)’yu + C2(m)/y12 + ...+ C’m(m)’ylm = by, )
(@ Ci(x)'y21 + Co2(x)'y22 + . . . + Cro() Y2 b.,
4
\ Cl(m)/yml + C2(w),ym2 + oo + Cm(m)/ymm — bm )




Lagranzova metoda varijacije konstanti za
nehomogenu linearnu diferencijalnu jednacinu

Neka je data nehomogena linearna diferencijalna jednacina n-tog reda
(%) Laly] = 4™ + ar(2)y" Y + .+ an(2)y = f(),

gde su aq,...,a,, f : D; — R neprekidne funkcije nad nekim intervalom D; C R. Diferencijalna
jednacina (x) je ekvivaletna sa sistemom:

[y ] [0 1 0 0 [ wn | [0 ]
Yy 0 0 1 0 Yo 0
[#] L= : : : DU S
Yy 0 0 0 1 Yn_1 0

L Yn | —an(z) —an1(x) —ana(x) ... —ar(w) | [ yn | f(z)

gde su uvedene funkcije

n=y%=v=v"p=p0=y" =y =y™

kojima je formiran sistem []. Takode iz nehomogenog linearnog sistema diferencijalnih jednacina [x]
dobija se nehomogena linearna diferencijalna jednacina (%) po y. Dalje, neka je

Y:Yr -5 Yy
fundamentalni niz za (). Tada je
[ Yq ] [ Yo ] [ Y, |
Y 2 Y,
g1 = : ’gz = : y e >gn = :
Y U3 oY
oy oy Ly

fundamentalni niz za [x]. Odatle iz Lagranzovog metoda varijacije konstanti za nehomogene linearne
sistem diferencijalnih jednac¢ina sleduje Lagranzo metod varijacije konstanti za nehomogenu linearnu
diferencijalnu jednacinu. ]

Zadatak. Resiti nehomogeni sistem linearnih jednacina LagranzZovom metodom varijacije konstanti:

{ Yy = yo + 2z,

Yy = —y1 + 3.

(*)

Resenje. Odgovarajuc¢i homogeni sistem:
[
Y1 = Y2,
(*)u ,
Yo = — U1
kao Sto je ranije razmatrano, ima opste resenje:
Y1 = €1 COST + cysin,

Yo = ¢1 (—sinz) + ¢y cos x;
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za neke realne konstante c¢; i ¢o. Napomenimo da vektorske funkcije

. CoS T = sinx
Y = . » Yp =
—sinx COS T

odreduju fundamentalni niz za polazni sistem. Trazimo opste resenje nehomogenog sistema u obliku:
y1 = Cy(x) cosx + Cy(x) sin x,
yo = C1(z) (—sinz) + Cy(x) cos x;
za diferencijabilne funkcije C(x) i Cy(x) takve da ispunjavaju vezu metode varijacije konstanti:
Ci(z) (cosx) + Cy(z) (sinx) = 2z,
{ Ci(x) (—sinz) + Cy(z) (cosz) = 3. }

Prema Kramerovim formulama:

2z sinz
3 cosx .
Ci(x) = : =2xcosx — 3sinx
cosz sinz
‘ —sinz cosw
— _ o _ B .
Ci(x) /(Qxcosx 3sinz) dx 2/ x Cosdxdx 3/smxdx
=2 7 (sinz)— [sing dr, | —3 [sinzdx
S
:2<xsinx+cos:p)+3cosx+cl:5cosx+2xsinx+cl
i
cosT 2
—sinz 3 .
Cy(x) = _ =3cosx + 2zrsinx
cosz  sinz
—sinz cosz
= Cy(x) :/(3cosx+2xsinx)daz:3/cosxd:1:+2/ xr sinxdz
u dv
:3sinx+2( x (—Cosx)—/(—cosx) dx )
N~ —— H,_/\d/

=3sinz —2xcosx 4+ 2sinx + ¢y = 5sinx — 2x cosx + ¢o,

za neke realne konstante ¢y i . Sveukupno, opste resenje polaznog sistema je dato sa:

y1 = (beosz +2xsinz + ¢;) cosx + (5sinx — 2z cosx + ¢o)sinx,

J J

=Ci() = Ca(a)
Yo = — (beosx + 2xsinx + ¢p) sinx + (5sinx — 2z cosx + o) cos z .
= i) = Ca(a)



Odatle je
Y = (5(30821‘ + 2z sinx cosx + ¢y cos ) + (5sin2x — 2xsinx cosx + co sinx) ,
Yo = (—5 cosxsinz — 2xsin’z — ¢ sina:) + (bsinzcosz — 2x cos® x + ¢y COST);
sto dovodi do opsteg resenja nehomogenog sistema u sredenoj formi:
Y1 = 5+ cycosx + cysinx,
Yz = —2x — ¢y sinx + ¢, cos x;
za neke realne konstante ¢; 1 ¢,. O

Na kraju navodimo jedno tvrdenje o partikularnom resenju kada je slobodan ¢lan sistema dat u
obliku sume.

Teorema 3.10. (Teorema superpozicije)

Neka je dat sistem linearnih diferencijalnih jednacina
1] j'=Aj+b
za neku matricu koeficijenata A i za vektor kolonu slobodnih ¢lanova datu u obliku
b="by+ ...+ by,
zbira nekih vektor kolona slobodnih ¢lanova Ez zai=1,....kikeN. Ako je
Up, - partikularno resenge sistema y' = Ay + by,
Up, - partikularno resenje sistema y' = Ay + by,

tada je:
Yp =Yps + -+ U,

partikularno resenje polaznog linearnog sistema diferencijalnih jednacina [1].

3.3 Sistemi linearnih diferencijalnih jednacina sa konstantnim koefici-
jentima
Definisanje. Sistem linearnih diferencijalnih jednacina sa realnim konstantnim koeficijentima je

sistem:

Yy = anyr + ...+ amYm + b1 (x),
Yh = a1y + ...+ GomYm + bo(x),

\ Yoo = @m1l1 + ...+ AmmYm + bm(x);



za zadate realne konstante a;; € R koeficjente sistema (i,j€{1,2,...,m}). Sa koeficijentima sistema
odredena je matrica sistema A = [aij} € R™*™. Funkcije b; = b;(z) : [, ] — R se nazivaju slobodni
¢lanovi (1€{1,2,...,m}).

Matri¢ni zapis sistema. Uvedimo oznake:

(! Y1 air Qi ... Qi by ()

Y2 Ys Q21 G2 ... Q2m o bo ()
y= . Y= , A= eR™ ™, br) =

Ym y;n m1 Am2 .- Amm bm (37)

Matricni zapis sistema (1) je dat sa:

1] 7' = Aj+b(x).
Specijalno matricni zapis homogenog sistema je dat sa:
(1] y' = Ay,
pri éemu podrazumevamo b=0=[0 0 ... 0],

METODE RESAVANJA HOMOGENOG SISTEMA. Neka je dat homogen sistem linearnih

diferencijalnih jednacina sa realnim konstantnim koeficijentimas:
( yi = a1y +...F A1mYm,
Yy = aoiy1 + - .-+ AomYm,
(Du

L y;n = Om1Y1 +...F AmmYm-

U razmatranju koje dalje navodimo razmatramo jedan metod resavanja homogenog sistema (1)g.

Ojlerov matri¢ni metod. Postoje razne metode za resavanje homogenog sistema (1), jedan ¢esto
koriS¢en pristup se zasniva na upotrebi Laplasove transformacije. Ovde izlazemo detaljno Ojlerov
matricni metod za reSavanje homogenog sistema (1)y. U ovoj metodi trazimo partikularno resenje
(1) po koordinatama u obliku:

Az Az Az
(2) Y1 =oue™ yp = et Y = ape”
za nepoznate kompleksne konstante o, aua, . . ., o, 1 kompleksan parametar A. Zamenom (2) u (1)
dobijamo:
, /
(alem’) = a0 + ajp00e™ + ..+ almameM,
/
(age)‘m) = 9100 + U200 + ..+ Ao O™,
/
L (amem’) = A1 O™ + Qo™ + ..+ ammamem’;
samim tim za nepoznate konstante oy, a, . . ., a, 1 parametar A mora biti ispunjeno:
a1 €M = ap100eN + a0 + L+ Ao, e?,

aQeM)\ = aglale)‘m + a22a26)\m + ...+ agmame)‘x,

| ™A = 411N+ A0 + L A G Q™
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tj. deljenjem sa kompleksnim brojem e** # 0 dobijamo homogeni linearni sistem po a, a, . .., Qy,
za ma koji izbor kompleksnog parametra A:

(CLH — )\)al + a0 + ...+ a1y = 0,

asioy + (g — Ao + ... + aypa, = 0,

(So)

L 10 + Qo0 + ...+ (amm — )\)am = 0.

Prethodni homogeni linearni sistem (Sg) nazivamo karakteristicni sistem i mozemo ga zapisati
vektorski:

. (A—A)a =0,
gde je
(03]
S a; e
a = ) — karakteristicni vektor.
am

Primetimo da karakteristican sistem je homogen i ima trivijalno resenje:
=0y =...=a,, =0.

Potreban i dovoljan uslov da prethodni homogeni linearni sistem (Sg) ima netrivijalno resenje po
konstanatama ay, ..., a,,, tj. takvo resenje da vazi:

(g =ay=...= o, =0)

je dat uslovom vezanim za determinantu sistema:

((111 — )\) 192 e A1m
—A) ... .
PaA) =| ™ (a2 | ) “ —0,
1 o oo (Qm — A)

po parametru A. Dakle, za parametar X se zahteva da je reSenje karakteristicne jednacine:
Pr(A) = oo A™ + by A" A XA+ by = 0,

sa koeficjentima by, by, . . ., by, 1 by, # 0. Polinom P, () nazivamo karakteristicéni polinom i vaze dobro
poznate formule:

by = (=)™, b1 = (=1)™ 'Tr(A) i by = |A|
Koren (nulu) A karakteristicne jednacine P,,(X)=0 nazivamo karakteristicni koren ili karakteristicna
vrednost realne matrice A homogenog sistema linearnih diferencijalnih jednacina (1)y. U tom slucaju
se javlja netrivijalno resenje po koordinatama

Az Az
ey Ym = Qe

Yy = ale”, Yy = Qg€
Zakljucak je da ako kompleksni parametar A jeste koren karakteristicne jednacine, da tada Ojler-
.. - R, T

ovom metodom dobijamo netrivijalne kompleksne vektorske funkcije resenja y = [y1 Yo ... ym]
homogenog sistema linearnih diferencijalnih jednacina (1)g. Inace, ako kompleksni parametar A nije
koren karakteristicne jednacine tada je ¢y = @y = ... = o, = 0, odnosno u tom slucaju se javlja

trivijalno resenje po koordinatama
N=Y2=...=Yn =0,
¢ime je odredeno samo trivijalno resenje = [ 00...0 } g homogenog sistema linearnih diferencijalnih

jednacina (1)g.
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Primena linearne algebre u Ojlerovoj metodi za resavanje (1)gy

Polazimo od kvadratne realne matrice koeficijenata A reda m i od kompleksnog vektorskog pros-
tora C™ svih uredenih m-torki sa skalarima iz skupa kompleksnih brojeva C. Tako razmatran
vektorski prostor je m-dimenzionalan. Nadalje neka je kompleksni parametar A karakteristicna
vrednost kvadratne matrice A.

Karakteristicni prostor matrice A, koji odgovara karakteristicnoj vrednosti A, oznacavamo Vy i odre-
dujemo kao skup svih vektora & u C™ koji su resenje karakteristicnog sistema (Sy) ukljuc¢ujudi i

nula vektor 0, tj.

n{aecm|[(a-a=o}.

Teorema 3.11. Karakteristicni prostor Vy je vektorski potprostor kompleksnog prostora C™.

Dokaz. Za ma koja dva vektora a, BE V1 ma koja dva skalara u, v € C ispunjen uslov
pé+uvpe vy,

¢ime je tvrdenje dokazano ]

Posledica prethodnog tvrdenja je da karakteristicni prostor Vi, kao potprostor m-dimenzionalnog
vektorskog potprostora C™, ima bazu karakteristicnog potprostora odredenu kao niz od k vektora:

V11 Vi1
V12 Uk2
— . — . m
1 — bl 9 UK, - . 6 C )
Uim Vkm

gde je k = dim (V) < m. Tada se taj vektorski potprostor odreduje kao lineal baznih vektora:
V=L {V,...,0}) .
Broj k nazivamo geometrijska dimenzija vektorskog potprostora Vy koji odgovara karakteristicnoj

vrednosti A. Broj n algebarska visestrukost karakteristicne vrednosti A se naziva algebarska dimenzija
vektorskog potprostora V. Tada vazi tvrdenje.

Teorema 3.12. kK < n.

Postupak resSavanja. Za formiranje opsteg reSenja homogenog sitema dovoljno je formirati m line-

arno nezavisnih resenja. Neka je A=[a;; | € R™* "™ matrica realnih koeficijenata homogenog sistema
linearnih diferencijalnih jednacina (1)y. Ako su za matricu A odredeni svi karakteristicni koreni
A1, ..., As redom algebarskih visestrukosti mq, no, ..., ng; tada vazi

n +...+ns=m.

Osnovni problem. Neka je A€ {A,..., A\;}. Posmatrajmo karakteristicni potprostor Vy koji odgo-
vara karakteristicnoj vrednosti A geomertijske dimenzije k i algebarske dimenzije (visestrukosti) n.
Cilj je odrediti tacno m linearno nezavisnih realnih vektor reSenja polaznog homogenog linearnog

sistema diferencijalnih jednacina [1]p, vezano za A.
Ako je X kompleksan broj, tada Ojlerovom metodom je 7 = @ - e** reSenje polaznog homogenog
linearnog sistema diferencijalnih jednacina [1]5 za neki (kompleksni) vektor o € V. U kompleksnom

slucaju koristimo sledece tvrdenje kojim iz kompleksnog resenja izdvajamo par realnih resenja.

Teorema 3.13. Ako je Z kompleksno vektor resenje homogenog sistema (x)g, tada su realne vek-
torske funkcije i1 = Re(Z) i yo = Im(Z) takode resenja homogenog sistema (*)p .

Dokaz. Vazi
AZ=0 <= AW +15i) =0 < A7)+ (Ah)i=0 = A7, =0 A A, = 0. m
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Navodimo dva postupka resavanja osnovnog problema.

I: k=dim (V))=n.

U cilju izdvajanja linearno nezavisnih realnih vektorskih funkcija resenja, koristimo sledece tvrdenje.

Stav 1. Neka je A = [a;; | matrica realnih koeficijenata homogenog sistema linearnih diferencijalnih
jednacina (1)gy. Tada vazi:

1) Ako je X realan karakteristican koren, tada je vy € V)= { a ‘ (A=A)a = 6} realan karakteristi-
¢an vektor. Realna vektorska funkcija:

g: UA_e)\:v

odreduje jedno realno partikularno resenje homogenog linearnog sistema (1)gy. Neka je dim (Vy) = K
tada postoje bazni vektor:
(3) 5+ (03),0

realnog potprostora V. Tada vektorske funkcije resenja:

(1) gl = (17)\)1' eAxa' . 75& = (1_);\)&' 6)\30

odreduju m= K realnih linearno nezavisnih resenja sistema (1)g.

2) Ako je A=a + [ kompleksan karakteristican koren, tada je Uy € Vx= { a | (A=A)a = 6} ko-
mpleksan karakteristican vektor. Kompleksna vektorska funkcija resenja:

§ = U- eV — (Re(Ty) + Im(7y) 3)-e*® (cos B + (sin fz) 3) = Re(9) + 4 Im(%)

sa svojim realnim delom Re(y) 1 svojim imaginarnim delom Im(y) odreduje dva realna partikularna
resenja homogenog linearnog sistema (1)g. Pri tom su Re(y) i Im(y) medusobno linearno nezav-
isna reSenja homogenog linearnog sistema (1)g. Skup Vi odreduje kompleksni potprostor dimenzije
dime (Va) = K sa baznim vektorima

(T3) - (D). -

Takode, skup Vy odreduje realni potprostor dimenzije dimpg (V) = 2 k sa baznim vektorima
Re(¥h),:-- ., Re(ty) , Im(a) 2, ..., Im(0,) é.

Vektorske funkcije resenja:
Gi = Re((B)1- ), .. G = Re((@)w- )
(2) ) ) ) )
U1 = Im((v,\)1~ e"x>, R TS Im((vk),g- e"“”).

odreduju m = 2 K realnih linearno nezavisnih resenja sistema (1)p.

Napomena 3.14. U vezi prethodnog tvrdenja u nizu (1) su navedene linearno nezavisne realne vek-
torske funkcije resenja koje su Ojlerovog tipa, a sa druge strane u nizu (2) su navedene linearno
nezavisne realne vektorske funkcije resenja koje nisu Ojlerovog tipa.

IT: k=dim (Vy)<n.

Broj baznih vektora k karakteristicnog prostora V) je nedovoljan za formiranje n linearno nezavisnih
realnih vektorskih funkcija resenja koje formiramo prema prethodnom delu. Tada, u cilju izdvajanja
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linearno nezavisnih realnih vektorskih funkcija resenja, prvo razmatramo pojam niza uopstenih kara-
kteristicnih vektora. Naime, polazimo od (standardnog) karakteristicnog vektora ©; € C™ kao netri-
vijalnog vektora resenja homogenog linearnog sistema:

(A—=X)d; =0.

Pri izboru inicajlnog karakteristicnog vektora s, eC™ postoji T uopstenih karakteristicnih vektora
koji su resenja sledecih linearnih sistema:

@3 ec™{0}) (A-AD)& = 0 (:> (A—ADd =0 A B 7&6)

(3o, e C™\{0}) (A—AD)dy = o ( — (A—=AD)23y =0 A (A— )b, # 6)
5,—/

(3 €C™\{0}) (A=A %5 = 9 ( — (A—AD3F5 =0 A (A— A2, £ 6)

-

D1

(38,_, € C™\{0}) (A — AD) D1 = Dy ( —= (A=AD"'8,.1=0 A (A-AD"?8,_; # 6)

D1

8, € C™\{0 —AD)%, =8, (= — A" %, =0 A (A=AD)""'%, #£0
35, €C A=Al A — Al A—AD""'o, #

— . .. > = .. . .. b1
i pri tom linearni sistem (A —AI) © = ¥, nema reSenja po v, tj. vazi:

(V6eC™) (A=X) % # b, .

Na prethodni nacin odredujemo v uopstenih karakteristicnih vektora. Takav niz vektora ima svojstvo:

- =

D1y V2y U3y« o s V1,0, — linearno nezavisni u C™.

Teorema 3.15. Vazi v < r=n—k+1 i postoji takav izbor karakteristicnog vektora vy za koji je
1SPUNJENO:

v=r.
Primer. Za matricu

100

A=|1 01

000

karaktristicni polinom
Py(A) = |A = Al = (A —1)?
jeste stepena m =3 sa jednim karakteristicnim korenom X=1 algebarske visestrukosti n=3 u kara-

kteristicnom polinomu. Odredimo karakteristican prostor Vy kao skup svih vektora v=[a [ ~]* koji
su reSenje karakteristicnog sistema

(1=« =0) 0 =0,
(So) a+(1=X)B+~ =0 )<< at+vy =0,
(I=X)~vy =0 0=0.
Karakteristicni prostor Vy je realan dvodimenzionalan i odreden sa:
0 17
Vi=9qpl1l|+q| 0] :pqgeRr
0 -1 |
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Samim tim karakteristicni koren A=1 je geometrijske dimenzije
k=dim(Vy) =2<n =3,

pa dolazi do defekta geometrijske dimenzije. Uobicajeno je da za bazne vektore karakteristicnog pro-
stora Vy 1zdvajamo vektore:

1 0
U1 = 0 i U =
-1 0
Dalje, polazeci od
p
By = €V
—-Pp
odredimo kada postoji vektor )
o)
by = | B | € R®\{0}
v
tako da predstavilja resenje nehomogenog sistema:
0007 T [« 0 D
A=AD)B=%; < |1 01| |B8|=|a+y|=]| ¢|?
00 0] Ly 0 —p

Ako je p # 0 ne postoji vektor 52,' inace ako je p =0, birajuéi npr. ¢ = 2 (# 0) nalazimo adekvatan
izbor karakteristicnog vektora

[0
=2 |eVx
| 0
za koji postoji vektor
[ 1
b,=| 0 |e R?3\{0}
| 1
tako da o
(A=Al 0y =0,
Pri tom za svaki izbor
!
b= |8 |eR\{0}
~
vazi
000 o 0 1
A=ADD 4Dy, — |1 01| |8 |=]a+y]|#]|0
000 ¥ 0 1
Zakljucak je da kam_lfter_’?stiénom korenu A = 1 pridrzujemo maksimalno dva uopstena karakteristicna
vektora, konkretno 01, Vs . O
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Uvodenje pojma uopstenih karakteristicnih vektora omogucava nam da iskazemo sledece tvrdenje.

Stav 2. (Formiranje 5] resenja) Neka je A=[a;;|€ R™ ™ matrica realnih koeficijenata homogenog
sistema linearnih diferencijalnih jednacina (1)y. Tada vazi:

1) Neka je A realan karakteristican koren algebarske visestrukosti m i neka je:

—

U1, V2, ...

—

~
7v’f‘

niz od r linearno nezavisnih realnih uopstenih karakteristicnih vektora. Tada postoji niz od v linearno
nezavisnih realnih vektora funkcija resenja homogenog sistema (1)g odredenih sa:

(%)

P11
S = e D12
1 :yl(ﬂf) =7 e)\m — ) e)\m’
Pim
——
_—
P21 P11
= = = = D22 D12
U2 = fa(z) = (’Uz + ’013:> e = ) + ) x| et
Pom Pim
=32 =31
P31 P21
= I~ o - 1= P32 D22
U3 = s3(z) = (’03 + UV + 3 71156’2) er = . + o+ B R
P3m Pom Pim
= = —
=3 =02 1
> _(1Z 1z 1z 1 2T o1\ g
yr_yr(x)_<avr+ﬁvr—1x+a'vr_zl' + -+(n_1)!’011‘ )6
. Pr1 Pr—1n P11
—
1 > ; Pr2 Pr—1)2 P12
= ( ._,Ur—iﬂ) e = T + (r, ) T+ .. ] "1
Z:O 2' . . .
Prm Pr—1)m Pim
N Y, M
:%67‘ :%’i)r—l :ﬁ’i)l

za neke pi; € R. Na ovaj nacin relnom korenu X\ pridruzujemo r linearno nezavisnih resenja polaznog

sistemas:

(1)

- =

Y1,Y2,Y3, - - -
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2) Neka je A = o+ 1 kompleksan karakteristican koren algebarske visestrukosti m i neka je:

niz od T linearno nezavisnih kompleksnih wopstenih karakteristicnih vektora. Tada postoji niz od r
linearno nezavisnih kompleksnih vektora funkcija resenja u oznaci

za homogeni sistema (1) odredenih sa formulama (x), iz prethodnog dela. U ovom slucaju 27 line-
arno nezavisnih vektora realnih resenja polaznog sistema je odrdeno razdvajanjem realnog i imagi-
narnog dela:

5= Re<21>, e = Re(;:«,.);

(2) ) A .
Yry1 = Im<z1>, s Yor = Im(zr)-

Stav 3. Neka je karakteristicni koren X algebarske visestrukosti m i geometrijske dimenzije k. Postoji
adekvatan izbor baze B = (vy,...,U,) za Vy tako da sa Uy se ostvaruje maksimalan broj

r=n—kxk-+1
uopstenih karakteristicnih vektora. Niz od k realnih vektorskih funkcija resenja nastalih od baznih ve-
ktora 1z V- karakteristicnog prostora
(I) glvﬂZa"'ag&

moguce je dopuniti sa r—1 novih realnih vektorskih funkcija resenja nastalih od uopsenih karakte-
risticnih vektora

—

([I) @159171&27---7%-

Tada niz realnih vektorskih funkcija:

- -

ylzylayza'"7y,g7y27---7y1'

—

odreduge jedan linearno nezavisan niz od n resenja.

Zavrsno tvrdenje. Na osnovu resavanja osnovnog problema preko slucajeva I i IT mozemo da formu-

liSemo sledece zavrsno tvrdenje kojim odredujemo opste resenje polaznog sistema:

Stav 4. Neka je A=[a;j] € R™™ matrica realnih koeficijenata homogenog sistema linearnih difere-
ncijalnih jednacina (1)g. Ako su za matricu A odredeni svi karakteristicni koreni Aq, ..., As redom
algebarskih visestrukosti my, o, ..., ng; tada vazi:

n +...+ns=m.

Neka je karakteristicnom korenu X;, pridruzeno, prema I 1 II, tacno n; linearno nezavisnih realnih
vektorskih funkcija resenja:

?73’1(1'), s 7%@7(1‘)7
zaj=1,...,s. Tada opste resenje homogenog linearnog sistema (1) g je dato kao linearna kombinacija:

s

y=ylx) = Z (Cingij1 (@) + ... + Cin,Fim, (7)),

J=1

za proizvoline realne konstante Cjy, (j: L,...,s Nk=1,...,n; )

17



Homogen sistem linearnih diferencijalnih jednacina sa konstantim koeficijentima, m =3:

Neka je dat sistem u obliku:

,  dx
r=-—=anT+apy+a3sz,
dt
d
(D Y = d_th = a9 T + Ay + as3 z,
,  dz
z :E:a31x+a32y+a332

za zadane realne konstantne koeficijente a;; € R i nepoznate realne diferencijabilne funkcije

x=x(t),y=y(t),z=2(t)

definisane nad nekim intervalom — domenom sistema diferencijalnih jednacina. Postupak odredivanja
opSteg reSenja

navodimo u daljem razmatranju.
1) Formiramo matricu sistema:
air @iz 413
A= | an axn ay

a31 a3z 433

i na osnovu nje racunamo karakteristicni polinom:

(fln - )\) a2 a3
Pg()\) = |A—)\I| = 921 (CLQQ —)\> 23 = bg)\3+b2>\2+b1>\+b0,
asi as2 (ass — M)

sa realnim koeficijentima:

a1l a2 a1l ais

ail iz a3
, bo=| a ax asx
Q21 Q22 a3z 33 a31 Aa33

b3=—1, by=a11+ax+ass, b1=—<
a31 az2 33

' Q22 Q23

2) Neka su odredeni \;, Ay, A3 karakteristi¢ni koreni karakteristicnog polinoma Ps(\).

Za svaki karakteristi¢ni koren \; reSavamo karakteristiéni sistem:

(an - )\i) a12 a3 (%) 0
(50) 21 (a22 - )\i) a23 : 52 =101,
asy ass (ass — \;) Vi 0

dat kao homogen linearan sistem:
(a1 — Ai)ai + aafi + a3y = 0,
(So) ana; + (az2 — Ai)Bi + azzyi = 0,
az10; + azgfBi + (azs — Ai)yi = 0
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po karakteristicnom vektoru:
o7

v = | Bi
Vi
Karakteristiéni prostor koji odgovara karakteristicnom korenu \; je skup vektora:

VAZ.:{UZ- : (A—)\Z-I)@:(T}.

Za karakteristicnu vrednost \; algebarske visestrukosti n < m = 3, njegovu geometrijsku visestrukost
oznacavamo sa:

Bitno je ista¢i da ako je \; jednostruk koren tada je karakteristicni prostor V), jednodimenzionalan.
Samim tim:
1<k <n.

U postupku nalazenja opsteg resenja sistema (1)g za m = 3 razlikujemo sedam® moguéih slucajeva
vredi klasifikaciju prema realnosti/kompleksnosti i algebarskoj/geometrijskoj dimenziji korena :

(1) A, A2,A3ER A M #X2# s

(13) MER, A23€C A M #X2# A3

(131) A123€ER A AMi=Xa# A3 A dim(Vy,,) = 1
(iv) A123€ER A A=A #A3 A dim(Vy,,) = 2
(V) A23€ER A X=Xa=X3 A dim(Vy,,,) =1
(vi) A23€ER A A =Xa=X3 A dim(Vy,,,) = 2
(vii) A23€ER A Ai=X2=X3 A dim(Vy,,,) = 3

Primetimo da u slucajevima (¢é2), (v) i (vi) dolazi do defekta geometrijske dimenzije u smislu da
je geometrijska dimenzija manja od algebarske dimenzije.

(Z) Al,Az,A3€R/\A1 #Az #Agi

Svaki karakteristéni prostor Vy,, V), V), je realani jednodimenzionalani. Tada postoje bazni vektori
iz razmatranih prostora:

(&5} (6] (0%
=61 | €V, th=|F |V, Us=|pF |V
71 V2 V3

Ti vektori v, U5 1 U3 su karaktriténi vektori. Na osnovu ta tri vektora formiramo tri linearno nezavisne
vektorske funkcije resenja:

o areMt Qs apet?t Qs azedt
S Mt At S Not Aot S Ast Ast
1= B [e'=]| e |, go=| [o | =]| [ |, Ys=]| B3 | =]| Bsze®
At Aot Ast
71 yiett V2 Y2€? 3 y3€e?
——
171 772 273

D R+ P4+ P4+ Fs=1+14+24+3=17 (2)
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Opste resenje je linearna kombinacija:
Ch(areM?) + Coane*?t) + Cs(aze?)
W = C1i + Cagip + Cagis = | Ci(BreM?) + Co(Bae?') 4 C3(B3e™h) |,
Cr(meM?) + Co(y2e™") + Cs(y3e)

za proizvoljne realne konstante C, Cy, C3 € R i parametar ¢t € R.

Zadatak 1. Resiti homogeni linearni sistem diferencijalnih jedenacina sa konstantnim koeficijentima:
¥ =2r—y+z,
Yy =x+2y—z,

/

7 =x—y+ 2z

(A1,23ERA XL #A2#A3)

Resenje. Za matricu sistema:

2 -1 1
A=|1 2 -1
1 -1 2
odredujemo prvo karakteristicni polinom u faktorisanom obliku:
(2—=A) -1 1
P3(A) =|A = Al = 1 2-X) -1
1 -1 (2—-X)

=2-2)2-AN2-A+1-1
—2=XN=-2=-XN+(2-X)
=2-2)(2-A7-1)
=—(A=2) (A" —4x+3)
=—A=2)A=1)(A=3).

Samim tim karakteristicni polinom:

PsA) = A=Al = = XA* 46X —1IA4+6=—(A = 1)(A = 2)(A —3),
ima tri realna medusobno razlicita karakteristicna korena:

A=1L X =2 A =3

1. Karakteristicnom korenu A; = 1 odgovara karakteristiéni sistem:

2=A)a—-pF+~v =0, a—F+v =0,
(80) OZ+<2_A1>6_7:07 <~ Oé—i-/B—”)/:O,
a=F+(2-A)y =0 a—pB+y =0

za koji trazimo netrivijalno reSenje

v=(a,B,7).
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Buduéi da je karakteristicni prostor Vy, svih resenja sistema (Sy) jednodimenzionalan, tada sva
reSenja ovog sistema su kolinearna sa jednim netrivijalnim resenjem. Upotrebom Gausovog algoritma
imamo jedan izbor koordinata reSenja:

O‘_6+7207 Oé—ﬁ+’)/=0,
a+pB—v =0, — 28 -2y = 0, == 7=0=0Aa=0.
a—pF+v =0 0=20

Jednostrukom karakteristicnom korenu A; = 1 pridruzujemo prvi karakteriticni vektor:
n=[011]"

i vektorsku funkciju prvog resenja:

0 0
_)1 = _»1 €A1t = 1 et = et
1 et
——
U1

2. Karakteristicnom korenu Ay = 2 odgovara karakteristicni sistem:

2-A)a-pF+7y =0, —B+7 =0,
(So) a+(2—=X)B—7 =0, = a—vy =0,
a—F+2-X)y =0 a—p =0

za koji trazimo netrivijalno resenje
v =(a,,7).
Buduéi da je karakteristicni prostor Vy, svih reSenja sistema (Sp) jednodimenzionalan, tada sva

reSenja ovog sistema su kolinearna sa jednim netrivijalnim resenjem. Upotrebom Gausovog algoritma
imamo jedan izbor koordinata resenja:

—B+v =0, ( a—pf = 0, a—f3 =0,
a —v =0, — « -7 =0, — B—~ =0,
a— 3 =0 L B+ =20 B+ =20

(a— [ =0,
= g—~v =0, = ~y=f=a=1.
L 0=0

Jednostrukom karakteristicnom korenu Ay = 2 pridruzujemo drugi karakteriticni vektor:
H=[111]"

i vektorsku funkciju prvog resenja:



3. Karakteristicnom korenu A3 = 3 odgovara karakteristi¢ni sistem:

2-X)a-p+7 =0, —a—pB+vy =0,
(So) a+(2=X3)8—7v =0, — a—pF—~ =0,
a—B+(2-Ag)7 = 0 a—B-v=0

za koji trazimo netrivijalno resenje
v = (aa 67 ’7)

Buduéi da je karakteristicni prostor Vy, svih resenja sistema (Sp) jednodimenzionalan, tada sva
reSenja ovog sistema su kolinearna sa jednim netrivijalnim resenjem. Upotrebom Gausovog algoritma
imamo jedan izbor koordinata resenja:

—&—6+’7:0, —Oé—ﬁ+’)/:(),
a—pF—v =0, — -2 =0, = [=0ANa=y=1.
a-f—-v=0. 0=20

Jednostrukom karakteristicnom korenu A3 = 3 pridruzujemo treci karakteriticni vektor:
Hm=[011]"

i vektorsku funkciju treceq resenja -

1 e
jy=v3eM = | 0 [ =]| 0
1 632&
——
U3

Sveukupno, opste resenje polaznog homogenog sistema diferencijalnih jednacina je:

w=Cth+Coth+Cs1s

0 62t 63t 026215 + 0363t
= Cl Gt + CQ 62t + Cg 0 = C’let + CQGQt s
et et et Cet + Cye® + Cgedt
za ma koje realne konstante C', Cs, C5 i parametar t € R. O

(i) A1 € RA Ap3 € C:

Karakteristcni prostor V), je realan jednodimenzionalan i V), , su kompleksni jednodimenzionalani.
Tada postoje bazni vektori iz razmatranih prostora:

aq Q21 Q29 Q21 Q29
=01 | €V, Vo= |Pa|+e| B |€EVN, U=|Fa | —1t| Pn|cV,.
71 Y21 Y22 Y21 Y22

Na osnovu ova tri vektora formiramo tri vektorske funkcije resenja:
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aq aje
o= | b |eMi=]| preM!
gt ettt
Q21 Q22
Yog = Bor | 2| Pao f“t (cos bt + 2sin btl
V21 Y22 e;;,st
~ .
[ (p11 cos bt + g1 sin bt )e™ (r11 cos bt + sq1 sin bt )e™
= | (pa1cosbt + qoysinbt)e™ | 2| (a1 cosbt + so; sinbt)e™
L (p31 cos bt + g31 sin bt )e™ | (r31 cos bt + s31 sin bt )e™ J
52 —Re(72) §y—tm(72)

Opste resenje je linearna kombinacija:
Ch(areMt) + Co(pry cos bt + gy sinbt)e® + Cs(r1y cos bt + 1y sin bt)e®

w = Cii +C’2§2+C’3§3 = | O1(BieM?) + Cy(par cos bt + qoy sin bt)e® + C3(rg; cos bt + so1 sin bt)e® ||
C1(y1eMh) + Co(psy cos bt + g1 sin bt)e® + Cs(r3; cos bt + s3; sin bt)e®™

za proizvoljne realne konstante C7, Cy, C3 € R i parametar t € R.

Zadatak 2. Resiti homogeni linearni sistem diferencijalnih jednacina sa konstantnim koeficijentima:

= 2x+y—2z

y = —u,
2 =x+y—=z
(MMERAX3€C)
Resenje. Za matricu sistema:
2 1 =2
A=|-1 0 0
1 1 -1
odredujemo prvo karakteristi¢ni polinom:
(2—=A) 1 -2
Py;(A) =]A = Al = -1 (0—=X) 0
1 1 (=1—=X)

- ((2—)\)(—)\)(—1—)\)+0+2> + (—2/\—0—(1+A)>
= AA-2)A+D+2-22—(1+A) =—(AN=22)(A+1)+1-3Xx
== (N H+XN =22 =20 +1-3A=— (N + X =X +1)+1-3X

= XN HEAN AT -3 ==X+ A2 - A+1.
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Prema teoremi o celobrojnim nulama (polinoma sa celobrojnim koeficijentima) karakteristi¢ni poli-
nom P3(A) = —A® + A7 — X + 1 ima potencijalne nule u skupu delilaca slobodnog ¢lana 1, tj.
potencijalne celobrojne nule su +1. Proverom

P(1)=-1"+1-1+1=0

nalazimo jedan koren

A =1

Deljenjem Ps(A) sa A — 1 dobijamo kvadratni trinom —A* — 1 ¢ji su koreni
A273 = *1.
U prethodnom postupku izvrena je i realna faktorizacija Ps(A) = —A A2 =A4+1 = — (A — 1) ()\2 + 1) :

1. Karakteristicnom korenu A; = 1 odgovara karakteristiéni sistem:

(2—=XA)a+p—-2y =0, a+ -2y =0,
(80) —a— A f = 0, <~ —a—f = 0,
at+B8—=([14+X)y =0 a+ -2y = 0.

za koji trazimo netrivijalno reSenje
v=(a,B,7)

Buduéi da je karakteristicni prostor Vy, svih reSenja sistema (Sy) jednodimenzionalan, tada sva
reSenja ovog sistema su kolinearna sa jednim netrivijalnim resenjem. Upotrebom Gausovog algoritma
imamo jedan izbor koordinata resenja:

a+p—2v =0, a+p—2v =0,
—a—f =0, — -2y = 0, = y=0Aa=1,=-1.
a+p—-2y =0 0=0

Jednostrukom karakteristicnom korenu A; = 1 pridruzujemo prvi karakteriticni vektor:

h=[1-10]"
i vektorsku funkciju prvog resenja:
1 et
—»1 — —’1 6>\1t — _1 6t — _et
0 0
——

2,3. Za karakteristicne korene Ay 3 = =£¢ razmotrimo samo slucaj jednog karakteristicnog korena
Ay = 1 i njegovog odgovarajuceg karakteristicng sistema:

(2—X)a+ -2y =0, (1) 2—-d)a+p—-2y =0,
(So) —a— X3 =0, = (2) —a—1p = 0,
a+f—(1+X)y =0 3) a+pf—-(1+1)y =0
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za koji trazimo netrivijalno kompleksno resenje

v=(a,3,7).

Buduéi da je karakteristicni prostor Vy, svih resenja sistema (Sy) jednodimenzionalan, tada sva
reSenja ovog sistema su kolinearna sa jednim netrivijalnim resenjem. U ovom primeru mozemo i bez
transformacije sistema Gausovim algoritmom birati:

(2)

(2=d)a+p) =

— 'Y:

) % (2=9)(=9)+1) = % (2% —1+1)=—i

N | =

(do iste vrednosti za v se dolazi i upotrebom (3)). Napomenimo da inicijalni izbor 3 =0 nije ade-
kvatan, jer dovodi do o = v = 0, tj. dovodi do trivijalnog resenja sistema. Na osnovu prethodnog
razmatranja jednostrukom kompleksnom korenu Ay = ¢ pridruzujemo kompleksnu vektorsku funkciju
resenja:

—1 —1
Yo = 1 |-e¥ = 1 |- (cost+isint)
| —1 —1
[ —2- (cost + 2sint) sint — ¢ cost
= 1-(cost+dsint) | = | cost+isint
| —2- (cost + 2sint) sint — ¢ cost
[ sint —cost
= | cost | +1 sint | = ?2+7,73
| sint —cost
T
Ya=Re(32) V3=Im(32)

Koriste¢i Teoremu 3.3 jednostrukom kompleksnom korenu Ay = ¢ pridruzujemo vektorsku funkciju
drugog 1 treceg resenja:

sint —cost
572 = | cost |, 573 = sin ¢
sint —cost

Sveukupno, opste resenje polaznog homogenog sistema diferencijalnih jednacina je:

W o= C1?71+C2}~72+C3}~73

et sint —cost Cret + Cysint — Cycost
= C,| =€t |+ Cy| cost | +C4 sint | = | —Ch et + Cycost+ Cssint |,
0 sint —cost Cysint — Cscost
za ma koje realne konstante C', Cs, C5 i parametar t € R. O
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Napomena Razmotrimo i dodatno slucaj konjugovanog karakteristicnog korena A3 = —1t 1 njegovog
odgovarajuceq karakteristicng sistema:

(2—X3)a+ -2y =0, (1) 241)a+p8—-2y =0,
(80) —(I—Agﬁ = 0, <~ (2) —OZ+7:6 = 0,
a+pf—(1+A)y =0 3) a+p—-(1—-1)y =0

za koji traZimo netrivijalno kompleksno resenje

v=(a,3,7).

Buduéi da je karakteristicni prostor Vy, svih resenja sistema (Sp) jednodimenzionalan, tada sva
resenja ovog sistema su kolinearna sa jednim netrivijalnim resenjem. U ovom primeru moZemo i bez
transformacije sistema Gausovim algoritmom birati:

B=1 = a=if=i
@)

= =5+t f=5(@+H@H+ ) =5 -1+ 1)=1

N | —
N | —
DO | =

(do iste vrednosti za v se dolazi 1 upotrebom (3)) Napomenimo da inicijalni izbor =0 nije ade-
kvatan, jer dovodi do o = v = 0, tj. dovodi do trivijalnog resenja sistema. Na osnovu prethodnog
razmatranja jednostrukom kompleksnom korenu Ao = © pridruzujemo kompleksnu vektorsku funkciju
resenja:

i i
i = | 1 |-e®=1]1/|(cost—isint)
| i
- (cost —isint) sint + ¢ cost
= | 1-(cost —isint) | = | cost —ésint
| 2-(cost —sint) sint 4 2 cost
[ sint cost
= | cost | +4| —sint | = y,+ i,
L sin t SN cost J
5731;{6(?73) 57§:;n(?73)

Novoformirane objekte markirajmo sa . Koristeci Teoremu 3.3 jednostrukom kompleksnom korenu

A3 = —1 pridruzujemo vektorsku funkciju drugog i treceg resenja:
sint cost
5_;; = 5_;2 = cost ; 5_;; - _S_;g = —sint
sint cost

Sveukupno, opste resenje polaznog homogenog sistema diferencijalnih jednacina je:
@ =C1ji+ G555+ Ci 7

za ma koje realne konstante Cy, C5 = Cy 1 C = —Cs. Prethodno razmatranje potvrduje da se sa
konjugovano kompleksnim korenom A3=—1t ne dobijaju nova resenja. O
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(141) A1,23 € RA A =X # A3 Adim(Vy,,) = 1:

Karakteristcni prostor V), , je realani jednodimenzionalani i V), je realani jednodimenzionalani. Tada
postoje bazni vektori iz razmatranih prostora:

(03] 3
1 = {)1 - /81 €V>\1727 V3 = /63 GV)\3'
2! V3

Odredujemo jos uopsteni karakteristicni vektor:

&%)
Uy = 52
V2

koje je resenje linearnog sistema:

—
~

(A — Apol) 0y = 0.

Na osnovu ova tri vektora formiramo tri linearno nezavisne vektorske funkcije resenja:

oy aet2t
ho=| B |eMt=| Bt |,
M Y2t
7
Qs ay (ap + aqt)et?t
?jQ: (52+51t)6)‘1’2t: Bo |+ | B |t |eM2i=]| (By+ But)err2t |,
V2 M (Y2 + mat)err 2t
Hﬂ/—/ H“/—/
7 7
Qs ase’st
s =| B3 | e =] Bz
73 Y€
——

v3
Opste resenje je linearna kombinacija:
Ch(are2t) + Co(ag + agt)er2t) + Cy(asze?s?)
W= Chi1 + Calo + Caffs = | Cr(BreM2t) + Co((Ba + But)e2t) + Cs(Bae) |,
Cr(meM2) + Co((v2 + mt)e2) + Cs(yse)

za proizvoljne realne konstante C7, Cy, C3 € R i parametar t € R.

Zadatak 3. Resiti homogeni linearni sistem diferencijalnih jedenacina sa konstantnim koeficijentima:
r =r—y+z,
Yy =x+y—z,
7= —y+2z

(Al,z,g ERNANXN=A2F A3 A dim(VAm) = 1)
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Resenje. Za matricu sistema:

1 -1 17
A=|1 1 -1
0 -1 2]
odredujemo prvo karakteristicni polinom:
(1—=X) -1 1
Ps(A) =|A = Al = 1 (1-X) =1 |=...==X+4\-5x+2
0 -1 (2—A)

Vazi:
Ps(A) = =X +4X* —5A +2 = —(A = 1)) (A - 2),

odakle postoje tri realna karakteristicna korena:

>\172 - 1,)\3 - 2

1,2. Karakteristicnom korenu A; 2 = 1 odgovara karakteristicni sistem:

(I1=X2)a—pF+y =0, B+~ =0,
(So) at(l-Ap)f-7 =0, p <= ¢ a —7=0,
B+ (2=A2)y =0 —B+y =0
koji transformisemo Gauovim algoritmom u ekvivalentan linearni sistem
B+~ =0, a —v =0,
@ -7 =0, = —B+~v =0,
B+~ =0 0=0.

Opste resenje ovog linearnog sistema je

v = (a767’7) = (t,t,t),

za t € R. Samim tim karakteristicni prostor Vy,, je jednodimenzionalan i odreden je sa:

1
W=t 1] :teR
1
Primetimo da je vektor
1
=0 =1
1

jedan vektor iz jezgra matrice A—MX; 2l 1 svi ostali vektori iz jezgra te matrice su kolinearni sa njim.
Prvo resenje polaznog sistema diferencijalnih jednacina je dato u obliku:

1 et
=0 =|1]e=|¢é
1 et

N——



Partikularno resenje, koje je linearno nezavisno od prethodnog resenja, odredujemo u obliku:
52 = (52 —+ '51 t) 6>\1’2t,

za vektor Oy = [Oz 6] fy}T koji je resenje nehomogenog linearnog sistema:

—
~

(A — Apol) 0y = 0y

Konkretno resavajuci sistem:

0 —1 1 «a 1
1 0 -1 Bl=11
0 -1 1 ~ 1
i i
Gausovim algoritmom
—B+y =1 a —v=1 a —v=1
a —v =1 — —B+v =1 = —B+y =1 ,,
B+ =1 B+ =1 0=20

izborom v = 0, tj.:

vy=0,=-1,a=1.

nalazimo jedno resenje nehomogenog lienarnosg sistema
v=(1,-1,0).

Samim tim, takvim izborom, vektor s je dat u obliku:

o 1
=0 =1-1
v 0

Drugo resenje polaznog sistema diferencijalnih jednacina je dato u obliku:

1 1 (1+1)et
52 = (52 + 51 t) ezt = —1 |+ |1 [t]e= (—1+1t)e

0 1 tet

Y Y

D) 01

3. Karakteristicnom korenu A3 = 2 odgovara karakteristi¢ni sistem:

(1—A3)Oé—6‘|"7 :Oa _O‘_6+7207
(So) at+(l-X)8—y =0, p a—pf-v =0,
—B+2=A3)y = 0 -8 =0

29



za koji trazimo netrivijalno resenje
v = (aa 67 ’7)

Buduéi da je karakteristicni prostor Vy, svih resenja sistema (Sp) jednodimenzionalan, tada sva
reSenja ovog sistema su kolinearna sa jednim netrivijalnim resenjem. Upotrebom Gausovog algoritma
imamo jedan izbor koordinata resenja:

—&—6+’7:0, —Oé—ﬁ+’)/:(),
a—pF—v =0, — —28 =0, = [f=0ANa=y=1.
-3 =0 -3 =0

Jednostrukom karakteristicnom korenu A3 = 2 pridruzujemo karakteriticni vektor:
H=[101]".

Trece resenje polaznog sistema diferencijalnih jednacina je dato u obliku:

63t

1
Js=13eM =10 |el=]0
1

63t

S\,—/
U3
Sveukupno, opste resenje polaznog homogenog sistema diferencijalnih jednacina je:

W o= C1§1+C2Zj2+03373

et (1+1t)et et Cret + Co(l+1t)e' + Cze*
=Ci e |+Cy| (-14+t)e' |+C5]0 = | Cret+Cy(—1+1t)¢é ,
et tet et Cy et +Cytel 4+ Cae?
za ma koje realne konstante C', Cy, C5 i parametar t € R. O

(20) A1,2,3 € RA A=A # A3 Adim(Vy, ;) = 2:

Karakteristéni prostor V), , je realani dvodimenzionalani i karaktristicni prostor V), je realani jednodi-
menzionalani. Tada postoje bazni vektori iz razmatranih prostora:

(075} (0%)] (0%}
U= | B1 | €Vany Vo= | 02 | €V, T3 | O3 | €EVA,.
71 Y2 V3

Na osnovu ova tri vektora formiramo tri linearno nezavisne vektorske funkcije resenja:

o aqet2t Qo apet2t o aze3t
— At Aot - Aot Aot - Ast A3t .
1= B | = Biet? |, dh = By |eM =] e |, gz =| P35 | =] B3 |;
Alat Aot Ast
gl Y€t gk Vo€ 73 Y3e”
—— —— ——
171 172 273
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gde su v, Uy € V), ,, U3 € V), netrivijalni vektori iz razmatranih prostora. Opste resenje je linearna
kombinacija:

Ch(ae?2t) + Cy(ager2t) + Oz(azest)
W= C1iy + Cotp + Csys = | Ci(Bre™2h) + Oy Bae12t) + Cs(Bse™t) |,
Ci(11eM2) + Co(yeeM2) + C3(yze™)

za proizvoljne realne konstante C, Cy, C3 € R i parametar ¢t € R.

Zadatak 4. Resiti homogeni linearni sistem diferencijalnih jedenacina sa konstantnim koeficijentima:
¥ =2x+4+y+ 2z,
y = z+2y+z,
Z = r+y+2z.

(Al,z,g ERNANXN=A2F£ A3 A dim(VAm) = 2)

Resenje. Za matricu sistema:

2 11
A=1]1 21
11 2
odredujemo prvo karakteristi¢ni polinom:
(2—=A) 1 1
Ps(A) =|A = Al = 1 (2—A) 1 =... ==X+ 6% —9A +4.
1 1 (2—A)

Vazi:
Ps(A) = =X +6A% =X +4=—(A—1))(A—4),
odakle postoje tri realna karakteristicna korena:

>\172 - 1,)\3 =4.

1,2. Karakteristicnom korenu A; 2 = 1 odgovara karakteristicni sistem:

(2—=A12)a+ B+~ =0, a+B+vy =0,
(SO) Oé—|—<2—)\1,2)6+’}/207 < Oé—l—ﬁ—kf'y:()’ — {a+6+,}/20}
a+B+(2=Xa)y =0 a+p+~y =0

Opste resenje ovog linearnog sistema je

UV = (047577) = (p7q’ _p_q)’

za p,q € R. Karakteristicni prostor V), , je dvodimenzionalan i odreden sa:

( )

1 0
W.,=4¢pr| 0]+¢q 1 P, gER
-1 —1
Hﬂ,—/ Hﬂ,—/
\ v1 v2 Vs



Karakteristicni vektori

1 0
_)1 - 0 i _»1 - 1
-1 —1

su iz jezgra matrice A —MA; 2l 1 svi ostali vektori iz jezgra te matrice su linearne kombinacije ta dva
bazna karakteristicna vektora. Prvo resenje polaznog sistema diferencijalnih jednacina je dato u
obliku:

1 et
U = 0 M2t 0 |e= 0
-1 —et

N——

Drugo resenje polaznog sistema diferencijalnih jednacina je dato u obliku:

0 0
Uy = Uy M2 = 1let=| ¢
-1 —et

N——

3. Karakteristicnom korenu A3 = 4 odgovara karakteristi¢ni sistem:

2=A3)a+B+7 =0, —20+f+7y =0,
(So) a+2-X)B+y =0, p — a—28+~ =0,
a+pf+2-A3)y =0 a+pf—-2y =0

za koji trazimo netrivijalno resenje
v=(a,,7).
Buduéi da je karakteristiéni prostor Vy, svih reSenja sistema (Sp) jednodimenzionalan, tada sva

reSenja ovog sistema su kolinearna sa jednim netrivijalnim resenjem. Upotrebom Gausovog algoritma
imamo jedan izbor koordinata resenja:

—2a+pB+7 =0, ( a+ -2y =0, a+ -2y =0,
a—20+~ =0, — a—20+4~v =0, — —368+ 3y = 0,
a+pB -2y =0 (| 2a+8+7 =0 36—3y =0

(a+ -2y = 0,
= —B+7 =0, — y=pf=a=1
L 0=0

Jednostrukom karakteristicnom korenu A3 = 4 pridruzujemo karakteriticni vektor:
m=[101]".

Treée resenje polaznog sistema diferencijalnih jednacina je dato u obliku:

1 e4t
o= g™t = | 1 | et = | et
1 642&

——



Sveukupno, opste resenje polaznog homogenog sistema diferencijalnih jednacina je:

w=Cth+Coth+Cs1s

et 0 et C et + Cset
=Ci| 0 |[+Cy| € |+C5| et | = Cyel + Cgett |
—e! —et et —Cy et —Cy et + Cyet
za ma koje realne konstante C', Cs, C5 i parametar t € R. O

(’U) Al,z,g € RA Al = A2 — A3 N dim(V)\1,2,3) =1:

Karakteristcni prostor V), ,, je realani jednodimenzionalani. Tada postoji bazni vektor iz razmatra-
nog prostora:

(€3]
U1 = 61 GV)\1,2,37
71

Prvi nedostajuci vektor s odredujemo kao vektor:

6%)
Uy = 52
V2

koje je resenje linearnog sistema:

(A - )\172,31) /02 = @1.
Drugi nedostajudéi vektor Bs odredujemo kao vektor:

a3

V3

koje je resenje linearnog sistema:

(A - )\1,2,31) 5% = 0.

Na osnovu ova tri vektora formiramo tri linearno nezavisne vektorske funkcije resenja:

o apet2st
~ ~ Ala2st A3t Aogat
Y1 =101€ 1,2,30 — 61 e 23t — 616 1,2,3 ,
" "}/16)‘1’2’3t
——
1
s ay (cp + aqt)erzst
A N Aoast _ Most_ Aot
Yo = (Uz —HJlt) et = Bo | 4+ | Bi |t err22i=| (Bo+ Bit)err23t |,
M3t
Y2 M (72 + nt)er>s
—_—— ~—
b &
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t2
Qs %) aq (ag + aot + al?) eM,2,3t
) i b: 5L 12 2
% (UB ot Ulg) et = Bs |+ | B2 [t+ | By 5 eM23t — (53 + Bot + 615) eM23t
2 5 n ﬁ) A,2,3t
N—— N—— N—_—— (73 _|_ fy2t + ,Yl 5 e

Opste resenje je linearna kombinacija:
W= C1y1 + Cofa + C393,

za proizvoljne realne konstante C, Cy, C3 € R i parametar ¢t € R.

Zadatak 5. Resiti homogeni linearni sistem diferencijalnih jedenacina sa konstantnim koeficijentima:

= 4dr —vy,
Yy = 3x+y—z,

7 = + 2.

(>‘1a2,3 ERANAN=A2=A3 A dim(VALz,s) = 1)

Resenje. Za matricu sistema:

4 -1 0
A=|3 1 -1
1 0 1
odredujemo prvo karakteristi¢ni polinom:
(4-X) —1 0
Ps(A) = |A = Al = 3 (1-X) -1 =... ==X 46— 12X + 8.
1 0 (1—=2X)

Vazi:
Py(A) = =A% +6A% — 12X +8,= — (A — 2)%,

odakle postoje tri realna karakteristicna korena:

A17273 = 2.

1,2,3. Karakteristicnom korenu A 3 = 2 odgovara karakteristi¢ni sistem:

(4=A123) =B =0, (20— f3 =0, (« — =0,

(So) Ba+ (1—=Aj123)—7=0, p <= ¢ 3a—F—7=0, } < ( 2a—0 =0,
o + (1=X123)7=0 [ @ —v=0) (3a—fF—7v=0)
([« —7v=0,) ([« —~v=0,)

— —B+2y =0, , < —B 42y =0,
( —B+2y=0 \ 0=0. |
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Opste resenje ovog linearnog sistema je

U= (O‘7677) = <t7 2t,t),

za t € R. Karakteristicni prostor Vy, ,, je jednodimenzionalan i odreden sa:

( \

cteR

>

et

i

w

~
[ N =t

——

\ v1 )

Primetimo da je vektor b = [1 2 1}T jedan vektor iz jezgra matrice A—A; 2311 svi ostali vektori
iz jezgra te matrice su kolinearni sa njim. Prvo resenje polaznog sistema je dato u obliku realne

vektorske funkcije:
2

1 e
=023t = | 2 |¥ = | 2%
1 et

Rﬂ,—/
01
Drugo resenje polaznog sistema je dato u obliku realne vektorske funkcije:

3)2 = ([)2 -+ @1 t) €A1’2’3t,

za vektor 0y = [Oz 6] fy}T koji je resenje nehomogenog linearnog sistema:

—
A~

(A — Aposl) 0y = 0y

Konkretno resavajuci sistem:

2 -1 0 ! 1

3 =1 =1 |- B8 |=]2

1 0 -1 y 1

o &

Gausovim algoritmom
200 — =1 o —v =1
3Ja—p—v = 2 = 20 — 3 =1
a —v =1 da—f—7y =2
« -7 = 1 o —v = 1
— —f+2y = —1 = —B+2y = -1 ,,

—B+2y = —1 0= 0

izborom vy = 0, tj.:




nalazimo jedno resenje nehomogenog linenarnosg sistema
v=(1,1,0).

Samim tim, takvim izborom, vektor 52 je dat u obliku:

o 1
=01 =11
¥ 0

i drugo resenje polaznog sistema diferencijalnih jednacina je dato u obliku:

1 1 (1+41)e
Go= (Bt drt)edmat= | [ 1|+ ] 2 |t ]e = | (1420
0 1 t€2t
N
D) 01

Treée resenge, koje je linearno nezaivsno od prethodna dva resenja, odredujemo u obliku:
= = = 1>
UYs = (13 + U9t + 5 U1 t2> et2at
= Ty . ) .
za vektor U3 = [Oz 6] ,” koji je resenje nehomogenog linearnog sistema:

(A - }\1,2,31) l?'s = Ua.

Konkretno resavajuci sistem:

2 -1 0 a 1
3 -1 -1 |-|8]=]1
1 0 1 ~ 0

Gausovim algoritmom

( 2a—f =1 a -7 =0
dJa—pf—v =1 = 200 — =1
e —v =0 dJa—pF—v =1
([« -7 =0 a -7 =0

= —f+2y =1 = —[B+2y =1 »,
(. —B+2y =1 0 =0

izborom vy = 0, tj.:

vy=0,6=—-1,a=0.
nalazimo jedno resenje nehomogenog linenarnosg sistema

v=(0,—1,0).
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Samim tim, takvim izborom, vektor 53 je dat u obliku:

« 0
l?'s =8 |=|-1
¥ 0

i trece reSenje polaznog sistema je dato u obliku:

= 2 2 1=
U3 = (’Ug + Ugt + 301 t2) er2st

0 1 1 (t+%t2) o2
= -1 |+]|1 t+% 2 (2 e = | (-1+t+1t%) e*
0 0 1 Ly e

N—— S—— 2

Sveukupno, opste resenje polaznog homogenog sistema diferencijalnih jednacina je:
W= 0151 +Cy 9y +03§3

Cre?t +Cy(1+t) e +C; (t + %ﬁ) et

= | C12e* +C5(1 +2t) e + Cy (=1 +t + %) e* |,

Cl €2t +CQ t 62t + Cg % t2 62t

za ma koje realne konstante C7, Cy, C3€ R i parametar t € R. a

(Vi) 123 € RAA=X2=X3 Adim(Vy, ,,) = 2:

Karakteristéni prostor Vy, , , je realani dvodimenzionalani. Tada postoje bazni vektori iz razmatranog
prostora:

aq a3
1 =U1 = 61 GV)\1’2737 V3 = 63 eVv)\1,2,3'
T V3

Postoji adekvatan izbor vektora b€ Vs takav da za njega odredujemo dodalni wopsteni karakter-
isticni vektor:

koji je resenje linearnog sistema:
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Na osnovu ova tri vektora formiramo tri linearno nezavisne vektorske funkcije resenja:

ay ap eM2st
g1 =| B |eM2st=]| B etrzst
Mot
" yp €23
N
01
dQ (053] (dg + Ozlt) 6)‘1’2’3t
P iy ~ Ao23t 5 Ao23t A
Y2 = (Uz +Ult) eh®3t = By |+ | B |t ]eM2et=]| (By+ Bit) eM2st |
S 2 Mot
V2 M (F2 + 71t) err23
—_—— N——
Do 01
Qg (g eM231
_’3 — 53 eM2,3t — 63 eM2at
Mot
73 s M2
——

Opste resenje je linearna kombinacija:
Cl(Oqe)\l’Q’St) + CQ((dQ + alt)eh’“ t) + Cg(O&geAl’Q’St)

w = Ciyy + 02?52 + Csys = | Cy(Brer23t) + 02((32 + Bit)er2st) 4 Cg(Baetr2st) ||
Ci(net23h) + Co(Fo + mt)e237) 4 Cy(qzett227)

za proizvoljne realne konstante Cy,Cy, C3€ R 1 parametar t € R.

Zadatak 6. Resiti homogeni linearni sistem diferencijalnih jedenacina sa konstantnim koeficijentima:

=z,
y = z+y+z,
"= z.
(A1’2’3 ERNANXN=XA2=A3 A dim(V)\m’a) = 2)
Resenje. Za matricu sistema:
1 00
A=1|111
0 01
odredujemo prvo karakteristi¢ni polinom:
(1—=2X) 0 0
Ps(A) = |A = AI| = 1 (1—X) 1 = —A=123=-XN+3X-3x+1,
0 0 (I=X)
odakle postoje tri realna karakteristicna korena:
A17273 =1.
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1,2,3. Karakteristicnom korenu A 23 = 1 odgovara karakteristi¢ni sistem:

(]_ - A17273)Oé =0 0 = O,
(SO) (X+(1—)\172,3)6—|—’7 =0 < o+ :O,
(1= Aiag)7 = 0 0=0.

Opste resenje ovog linearnog sistema je

v=(a,B,7) = (¢,p,—q) = q(1,0,-1) +p(0,1,0),

za p,q € R. Karakteristicni prostor Vy, , je dvodimenzionalan i odreden sa:

0 1
Vs pl 1| +q|l O] :pqgeR
0 —1
\_‘,_/ H_‘/_/
\ v1 U3 Vs
Karakteristicni vektort

0 1
_»1 = 1 1 173 = 0
0 -1

su iz jezgra matrice A — ;23] 1 svi ostali vektori iz jezgra te matrice su linearne kombinacije ta
dva bazna karakteristicna vektora. Prvo resenje polaznog sistema diferencijalnih jednacina je dato

u obliku:

0 0
3)1 = @1 €A1’2’3t = 1 et = et
0 0

—

01

Drugo resenje polaznog sistema je dato u obliku realne vektorske funkcije:
o= (5 7ut) Mt

za vektor 0y = [oz 15} V}T koji je resenje nehomogenog linearnog sistemas:

—
~

(A = Aposl) 0y = 0y

Konkretno resavajuci sistem:

000 4 0
101 Bl=11
00 0 U 0
koji je eksplicitno dat sa
0 =20,
a+5y =1, = {er&:l}
0 =20
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jedno resenje se nalazi pri izboru:
& — 1 B 0.4 = 1
- 27 =V, 7= 2 .

Samim tim, takvim adekvatnim izborom za 51, postoji drugi uopsteni vektor Dy koji je dat sa:

a 1/2
4 1/2

i drugo resenje polaznog sistema diferencijalnih jednacina je dato u obliku:

1/2 0 (1/2) €t
252 = (52 + 51 t) eM23t = 0 + 11 [t]e= tet
1/2 0 (1/2) €t
Hﬂ,—/ \H,_/
D) 01

Napomenimo da izbor b1 sa [1 0-1 }T nije adekvatan izbor u smislu da tada nije moguce odrediti By

iz nehomogenog linearnog sistema (A — A2 31) 52 = 51. Inace, moze se pokazati da u jezgru kara-
kteristicne matrice A — Al uvek postoji adekvatan izbor medu baznim karakteristicnim vektorima.
Treée resenge, koje je linearno nezaivsno od prethodna dva resenja, odredujemo u obliku:

1 et
—»3 _ —»3 eALQ’gt o O et — O
-1 —et

——

Sveukupno, opste resenje polaznog homogenog sistema diferencijalnih jednacina je:

W= Cith+Coth+ Cs59s

0 (1/2) € et Cy(1/2) et + Csét
= Cl et + CQ tet -+ 03 0 = Cl et -+ Cg t et s
0 (1/2) € —et Cy(1/2) et — Cy et

za ma koje realne konstante C', C5, C5 i parametar t € R.

(Vi) A1,23 € RA A =A2=2A3 Adim(V},,,)= 3:

Karakteristéni prostor V), , , je realani trodimenzionalani. Tada postoje bazni vektori iz razmatranih
prostora:

ay &%) a3
1 = 61 GV)\1’2737 Uy = 62 6V)\172’37 V3 = /83 GV)\1’273'
71 2 3
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Ti vektori U7, U5 1 U3 su karaktriténi vektori. Na osnovu ta tri vektora formiramo tri linearno nezavisne
vektorske funkcije resenja:

an aper2at Qo Qpe23t o aget2st
o A2t A t Ty — A2t A t o — A2t A t
= 61 eh23t — ﬁle 1,2,3 , ) = 62 e 23t — 626 1,2,3 , 3 = 63 eh23t — 636 1,2,3
A t A t A t
" yrert2s Y pe 123 Vs 3eA123
~—— N—— N——
171 172 173

Opste resenje je linearna kombinacija:

Ch(a1e?23t) + Cy(ager23t) + Og(azett23?)
W= O + Colfy + Cais = | Cr(BreM238) 4 Oy faetr23) 4 Cy(Bzerr23t) ||
Ci(71€M231) 4 Co(yae23 1) + Oy (yzet 23 1)

za proizvoljne realne konstante C, Cy, C3 € R i parametar ¢t € R.

Zadatak 7. Resiti homogeni linearni sistem diferencijalnih jedenacina sa konstantnim koeficijentima:

=,
y = v
Z = z.
(>\1,2,3 ERNAI=A2=A3 A dim(VALz,s) =3)
Resenje. Za matricu sistema:
1 00
A=10 1 0
00 1
odredujemo prvo karakteristi¢ni polinom:
(1—=2X) 0 0
Ps(A) =|A = AI| = 0 (1—2X) 0 =—A-1P%=-X+3X-3x+1,
0 0 (I=X)

odakle postoje tri realna karakteristicna korena:
)\172,3 =1.

Karakteristicnom korenu A; 23 = 1 odgovara karakteristicni sistem:

(1 — }\17273)(1 = 0, O :0,
(SO) (1 — )\172,3> 6 = 0, < 0 = 0,
(1 — )\1,273> v = 0 0=0.

Resenje ovog sistema je
v= (04677) = a(17070)+6(07170) +’7(07071)
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i time karakteri¢ni vektori ovog prostora su

1 0 0
_)1 - 0 ) _)2: 1 ) 173_ 0
0 0 1

Samim tim trostrukom realnom korenu A; 23 = 1 pridruzujemo tri vektorske funkcije resenja:

1 et 0 0 0

—»1 — —»1 6A1’2’3t: O et: O , —»2:1—)»2 6)\1’2’3t 1 et: et , —»3: —»3 6)\1’2’325: O e
0 0 0 0 1
271 172 273

Sveukupno, opste resenje polaznog homogenog sistema diferencijalnih jednacina je:

W= Ciih+Coth+Cs9s

et 0 0 C; et
= Cl 0 —+ CQ et -+ 03 0 = CQ et s
0 0 et Cg et

za ma koje realne konstante C', Cy, C5 i parametar t € R.

METODE RESAVANJA NEHOMOGENOG SISTEMA. Neka je dat nehomogen sistem li-
nearnih diferencijalnih jednacina sa realnim konstantim koeficijentima. Ako je odredeno resenje
odgovarajuc¢eg homogenog sistema, tada za nehomogen sistem opste resenje se odreduje Lagranzovom

metodom varijacije konstanti.

Literatura: https://dif.etf.bg.ac.rs/
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Napomena. Materijal ovog autorskog dela je namenjen studentima Elektrotehnickog fakulteta Univerziteta u Beogradu sa ciljem da im se
omoguci da $to bolje spreme ispit iz predmeta Diferencijalne jednacine. VazZe sve zabrane u vezi neovlaséenog koriséenja ovog materijala u
skladu sa Zakonom o autorskim i srodnim pravima Republike Srbije (”Sl. glasnik RS”, br. 104/2009, 99/2011, 119/2012, 29/2016 - odluka
US 66/2019, kao i sva kasnija pravna akta po ovom pitanju).

Beograd, 18.12.2022.

Prof. dr Branko J. Malesevi¢
Elektrotehnicki fakultet, Beograd
http://home.etf.rs/ malesevic/
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